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Z podanych punktow (x1,y1), (x2,¥2),..., (xn,yn) musimy wybra¢ taka pare (i, j), zeby nachylenie odcinka i — j,
czyli wartosc:

lyi = y;l
|xi — x|
byta najmniejsza mozliwa. Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze musimy sprawdzié O(N?) par punktéw, a wiec nie

zejdziemy ponizej tej ztozonosci. Szybko jednak okazuje sie, ze nie musimy sprawdzac wszystkich par, bo kandydatow na
najlepsza jest znacznie mniej. Zapewniaja nam to nastepujace dwie obserwacje:

1. Jesli dla pewnej wartosci y sa przynajmniej trzy punkty z ta wartoscia: (x;,y), (xj,¥), (xk,y) przy x;j < xj < xi, to
punkt Srodkowy (x;,y) nie moze stworzyC najlepszej pary z zadnym innym punktem.

Na powyzszym rysunku s3 trzy punkty (czerwony, pomaraiczowy i zielony) o tej samej wspétrzednej y. Gdziekolwiek znajduje
sie czarny punkt, odcinek miedzy czarnym i pomaranczowym ma zawsze wieksze nachylenie albo od odcinka czarny-czerwony,
albo od odcinka czarny-zielony.

2. Dla dwoch punktow (x;,y;) oraz (x;,y;) takich, ze y; < y;, jesli istnieje trzeci punkt Ag = (x, yx) taki, ze y; < yx <
v;, to odcinek A;A; nie moze mieC najmniejszego nachylenia.

Odcinek miedzy czarnymi punktami nie moze mie¢ najlepszego nachylenia — czerwony punkt o wspétrzednej y pomiedzy
czarnymi powoduje, ze jeden z czerwonych odcinkéw zawsze bedzie lepszy.

Posortujmy dane punkty wzgledem wspétrzednej y, czyli ustawmy w kolejnosci (x1,y1), (x2,y2),..., (xn,yn) takiej,
ze y1 < yg < ... < yn. Punkty o réwnej wspétrzednej y niech z kolei beda uporzadkowane wzgledem wspétrzednej x —
zaréwno sortowanie par w C++ (typ pair<int,int> z biblioteki STL), jak i sortowanie par w Pythonie zapewnia nam taki
porzadek bez koniecznosci pisania dodatkowego kodu.

Punkty o tej samej wspotrzednej y tworza teraz grupy sasiednich elementéw — w kazdej grupie moze by¢ jeden lub
wiecej punktéw. Z obserwacji 1. wynika, ze z kazdej takiej grupy wystarczy pozostawi¢ pierwszy i ostatni punkt (tj. o
najmniejszej i najwiekszej wspétrzednej x), bo zaden z pozostatych nie jest kandydatem do najlepszego odcinka. Z kolei
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obserwacja 2. gwarantuje, ze do znalezienia najlepszej pary wystarczy sprawdzi¢ punkty z sasiadujgcych grup. Algorytm
rozwiazujacy nasze zadanie moze wiec wygladac nastepujaco:

e Posortuj punkty wzgledem wspétrzednej y (remisy rozstrzygajac wzgledem wspétrzednej x) i podziel na grupy o
réwnym y.

e Usun z kazdej grupy wszystkie punkty poza pierwszym i ostatnim.

lyi=yjl

i
[xi =]

e Dla kazdych dwéch punktow (x;,y;) oraz (x;,y;) nalezacych do sasiednich grup sprawdz wartos¢ nachylenia
zapamietaj najmniejszg ze znalezionych wartosci.

Skoro w kazdej grupie pozostaja co najwyzej dwa punkty, to dla kazdych dwéch sasiednich grup bedzie trzeba sprawdzi¢
co najwyzej 4 pary, a zatem facznie jest co najwyzej 4- N par-kandydatéow — tym samym nasz algorytm dziata teraz w czasie
O(N).
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