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Rozwiazanie wzorcowe — programowanie dynamiczne

W pierwszej kolejnosci opiszemy metoda znajdowania wytacznie najmniejszego kosztu wycinki. PdézZniej, w sekgcji
Odtwarzanie rozwigzania zostanie pokazane, jak (nieznacznie) zmieni¢ algorytm tak, zeby ,przy okazji" obliczat tez
numery wycietych drzew.

Rozwigzanie opiera sie na jednej z najpopularniejszych technik algorytmicznych — programowaniu dynamicznym. Bedziemy
chcieli stopniowo znajdowac¢ rozwigzania dla coraz wiekszych fragmentéw danych wejsciowych tak, aby w koncu dojs¢ do
odpowiedzi dla petnych danych. Bardziej konkretnie, chcemy dla k = 1,2,..., N obliczy¢ nastepujaca wartosc:

koszt[k] — najlepszy mozliwy do osiagniecia wynik, gdyby bra¢ pod uwage wytacznie drzewa 1,2,...,k

Dlaczego wybralisSmy akurat taka wielkos¢? Po pierwsze, rozwigzaniem zadania jest koszt[N], wystarczy wiec w
obliczeniach dojs¢ do tej wartosci. Po drugie, jak sie zaraz przekonamy, mozna wyliczy¢ koszt[k], jeSli mamy juz obliczone
wszystkie poprzednie wartosci koszt[1], koszt[2],. .., koszt[k — 1].

Zatézmy wiec, ze istotnie mamy juz poprawnie obliczone wszystkie koszt[i] dla 1 < i < k i szukamy najlepszego
mozliwego rozwiazania dla k pierwszych drzew. Sa tylko dwie mozliwosci tego, co mozemy zrobi¢ z drzewem numer k:

e Mozemy je wycia¢, co bedzie nas kosztowaé Cy zgodnie z zatozeniami zadania. Jesli to zrobimy, musimy jeszcze
ustali¢, jak postapi¢ z poprzednimi drzewami — ale to juz wiemy, bo najlepsze rozwigzanie dla k—1 drzew to policzony
wczesniej koszt[k — 1]. W takiej sytuacji catkowity wynik dla k drzew to Cy + koszt[k — 1].

e Mozemy je pozostawi¢ na migjscu. Wtedy jesteSmy zmuszeni do wyciecia wszystkich poprzednich drzew, ktore lezg od
niego w odlegtosci mniejszej niz D. Innymi stowy, wszystkich drzew o numerach i, dla ktérych zachodzi X; > X — D.
A zatem robimy w nastepujacy sposéb:

1. Znajdujemy ostatnie drzewo s, dla ktérego jeszcze zachodzi Xy < Xi — D.
2. Ponosimy koszt wyciecia wszystkich drzew od s +1 do k — 1 (czyli Cs41 + Csy2 + ...+ Cr—1).

3. Dla drzew od 1 do s-tego wtacznie uzywamy znanego juz najlepszego rozwigzania, ktérego wartos¢ obliczyliSmy
juz wczesniej: koszt[s].

Zatem wynik dla tego przypadku to koszt[s] + (Cs+1 + ... + Cx—1). Pozostaje nam jeszcze zrealizowac punkty 1. i 2.
w dobrej ztozonosci, czym zajmiemy sie ponizej w dalszych sekcjach.

Zauwazmy, ze dla kazdego k wartos¢ koszt[k] jest jedna z dwdch obliczonych przez nas powyzej — skoro naszym celem
jest najmniejszy mozliwy koszt, wynikiem jest mniejsza z tych dwéch wartosci:

koszt[k] = min{Cy + koszt[k — 1], koszt[s] + (Cs+1 + ... + Cx—1)

(gdzie s to numer najdalszego drzewa takiego, ze X5 < X — D).

Obliczenia: sumy prefiksowe i wyszukiwanie binarne

Zanim zamienimy powyzszy wzOr na program, musimy jeszcze rozwigzaC dwie kwestie — znalezienie dla kazdego k
wiasciwego drzewa s oraz obliczenie sumy Cgi1 + ...+ Cr—1. Drugi z tych probleméw jest wzglednie tatwy: obliczamy tak
zwane sumy prefiksowe, czyli dla kazdego i = 1,2,...,N zapamietujemy sume P; = C1 + Ca + ... + C; (sume wszystkich
wyrazéw od poczatku do i-tego). Przyjmujemy tez Py = 0, a wszystkie te sumy mozemy wyliczy¢ jedna prosta petla, jako ze
P; = P,_1 + C;. Majac juz obliczone sumy prefiksowe Pg, P,. .., Py zauwazamy, ze poszukiwana wartos¢ Cyz1 +...+ Cr_q =
Pi_1 — Pg, a wiec kazda potrzebna nam sume mozemy tatwo uzyskaé¢ za pomoca jednego odejmowania.

Kod programu w tym momencie mozemy zapisa¢ nastepujaco — funkcja znajdz(X, k, D) bedzie miata za zadanie
znalezienie dla danego k odpowiedniego drzewa s.
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Gtéwna petla (bez wyszukiwania i odtwarzania rozwiazania)

1

2 int main()

3 {

4 int N, D;

5 cin >> N >> D; // Liczby N i D jak w tresci zadania.
6 vector<int> X(N+1), C(N+1); // Ciggi X[i], C[i] jak w tresci zadania.
7 vector<long long> koszt(N+1), P(N+1);

8 // koszti i sumy prefiksowe moga przekroczy¢ typ int...

9 // ...uzywamy do nich typu long long.

10 X[0] = 0; // X[0] = 0 dla wygody pdézniejszego wyszukiwania.
11 P[O] = 0O; // P[O] = 0 zgodnie z ustaleniami.

12 for(int k=1; k<=N; k++) // Wczytujemy X[1], ..., X[N]

13 cin >> X[k];

14 for(int k=1; k<=N; k++) // Wczytujemy C[1], ..., C[N]

15 {

16 cin >> C[k];

17 P[k] = P[k-11+C[k]; // 0d razu wyliczamy sumy prefiksowe P[1], ..., P[N].
18 }

19 koszt[0] = 0O; // Zaczynamy petle programowania dynamicznego.

20 for(int k=1; k<=N; k++)

21 {

22 int s = znajdz(X, k, D); // Wyszukujemy drzewo s...

23 koszt[k] = min(koszt[k-1]+C[k],koszt[s]+P[k-1]-P[s]);

24 // Stosujemy wzdr z opracowania....

25 }

26 cout << koszt[N] << endl; // ...1 to wszystko.

27}

Pozostaje zaimplementowa¢ funkcje znajdz(X, k, D). Zauwazmy, ze musimy wyszuka¢ w posortowanej tablicy X[]
ostatni element, ktéry jest mniejszy lub réwny zadanej wartosci (X[k] — D). Jest to jeden z typowych probleméw, ktoére
mozna rozwigzac za pomoca wyszukiwania binarnego — znanej techniki, opisanej np. w kursie podstaw algorytmiki portalu
MAIN2: https://www.main2.edu.pl/main2/courses/show/7/5/, Odpowiedni element znajdziemy w O(log N) krokoéw,
a caty algorytm dziata zatem w czasie O(N log N).

Istnieje algorytm szybszy, dziatajacy w czasie O(N), korzystajacy z tzw. metody dwdch wskaznikéw. Znalezienie go
pozostawiamy Czytelnikowi.

Odtwarzanie rozwigzania

Pozostaje jeszcze poprawic nasz algorytm tak, aby oprécz wyniku podawat tez, ktére drzewa sg do wyciecia. Osiagniemy
to zostawiajac w czasie dziatania algorytmu ,podpowiedzi’. W kroku k-tym algorytm oblicza

koszt[k] = min{Cy + koszt[k — 1], koszt[s] + P[k — 1] — P[s]}

Jesli z dwoch liczb po prawej mniejsza jest Cy + koszt[k — 1], to w optymalnym rozwiazaniu (tym aktualnym, dla k
drzew) drzewo numer k jest wyciete, a poprzednie nalezy ustawi¢ tak, jak w rozwigzaniu poprzednim (dla k — 1 drzew).
Jesli zas mniejsza liczba jest koszt[s] + Pk — 1] — P[s], nalezy wycia¢ wszystkie drzewa od s + 1 do k — 1, a z drzewami
1,...,s postepowac tak, jak w rozwiazaniu dla s drzew. Wprowadzimy zatem nowa tablice podpowiedz[] i bedziemy
zapisywa¢ podpowiedz[k] = —1 w pierwszym przypadku (wycinamy k-te drzewo) oraz podpowiedz[k] = s w drugim
wypadku (zostawiamy drzewo k, wycinamy od s + 1 do k — 1). Po zakoriczonej pierwszej czesSci algorytmu ustawiamy sie
(czyli zmienna j) na drzewo N i postepujemy zgodnie z podpowiedziami:

e Jesli podpowiedz[j] = -1, to znaczy ze w optymalnym rozwiazaniu trzeba wycia¢ drzewo j, a potem odczytac
podpowiedz[j — 1] (czyli wykona¢ j = j —1).

e Jesli podpowiedz[j] = s > 0, to zostawiamy j, wycinamy drzewa s+1,...,j—1, a potem cofamy sie do podpowiedz[s]
(czyli j = ).
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Caty program z odtwarzaniem

1 #include <iostream>

2 #include <algorithm>

3 #include <vector>

4

5 using namespace std;

6

7 // Wyszukiwanie binarne: znajduje w tablicy X indeks s...
8 // ...najwiekszy taki, ze X[s]<=X[k]-D.
o int znajdz(vector<int> &X, int k, int D)
10 {

11 int poczatek = 0;

12 int koniec = X.size();

13 while(poczatek<koniec)

14 {

15 int srodek = (poczatek+koniec+1)/2;
16 if (X[srodek]>X[k]-D)

17 koniec = srodek-1;

18 else

19 poczatek = srodek;

20 }

21 return poczatek;

22 }

23

24 int main()

25 A

26 // Liczby N i D jak w tre$ci zadania.
27 int N, D;

28 cin >> N >> D;

29 // Ciagi X[i], C[i] jak w tre$ci zadania.

30 vector<int> X(N+1), C(N+1);

31 // koszti i sumy prefiksowe moga przekroczy¢ typ int;

32 // Uzywamy zatem do nich typu long long.

33 vector<long long> koszt(N+1), P(N+1);

34

35 vector<int> podpowiedz(N+1);

36 X[0] = 0; // X[0] = 0 dla wygody pdzniejszego wyszukiwania.
37 P[G] = 0; // P[O] = 0 zgodnie z ustaleniami.

38 for(int k=1; k<=N; k++) // Wczytujemy X[1], ..., X[N]

39 cin >> X[k];

40 for(int k=1; k<=N; k++) { // Wczytujemy C[1], ..., CIN]
41 cin >> C[k];

42 // 0d razu wyliczamy sumy prefiksowe P[1], ..., P[N].
43 P[k] = P[k-1]+C[k];

44 }

45 koszt[0] = 0; // Zaczynamy petle programowania dynamicznego.
46 for(int k=1; k<=N; k++) {

47 int s = znajdz(X, k, D); // Wyszukujemy drzewo s...
48 // Poréwnujemy wielko$ci z opracowania...
49 if (koszt[k-1]1+C[k] < koszt[s]+P[k-11-P[s]) {
50 koszt[k] = koszt[k-1]+C[k];
51 podpowiedz[k] = -1; // ...jesSli jeste$ przy k-tym drzewie, wytnij je.
52 } else {
53 koszt[k] = koszt[s]+P[k-1]1-P[s]; // ...jesli jestesm przy k-tym drzewie...
54 podpowiedz[k] = s; // ...pozostaw je, wytnij kolejne do s-tego.
55 }
56 }
57 cout << koszt[N] << "\n"; // Mamy juz wynik...
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58 vector<int> wycinka;

59 int j = N; // Odtwarzamy rozwigzanie cofajgc sie od N:
60 while (j > 0)

61 {

62 if (podpowiedz[j]==-1) // Jes$li podpowiedZ to -1...
63 {

64 wycinka.push_back(j); // ...j-te drzewo do wycinki
65 j——; // ...a my cofamy sie do drzewa j-1.
66 } else

67 {

68 int s = podpowiedz[j]; // Jesli podpowiedZ to s>0...
69 J——;

70 while(j>s) // ...wycinamy od j-1 do s+1...
71 {

72 wycinka.push_back(j); // ...1i cofamy sie do s.

73 J—=;

74 }

75 }

76 }

77

78 cout << wycinka.size() << "\n";

79 for(int i=0; i<wycinka.size(); i++)

80 cout << wycinkal[i] << "_";

81 cout << "\n";

82 }

Caty program z odtwarzaniem

1 # Wyszukiwanie binarne: znajduje w tablicy X indeks s

2 # najwiekszy taki, ze X[s]<=X[k]-D.

3 def znajdz(X, k, D):

4 poczatek = 0

5 koniec = len(X)

6 while poczatek < koniec:

7 srodek = (poczatek + koniec + 1) // 2

8 if X[srodek] > X[k] - D:

9 koniec = srodek - 1

10 else:

11 poczatek = srodek

12 return poczatek

13

14 # Liczby N i D jak w tresSci zadania.

15 (N, D) = tuple(map(int, input().split()))

16

17 # Ciggi X[i], C[i] jak w tres$ci zadania.

18 # X[0] = 0 dla wygody pdzniejszego wyszukiwania.

19 # A nastepnie wczytujemy X[1], ..., X[N]

20 X = [0] + list(map(int, input().split()))

21 # Wczytujemy C[1], ..., C[N]

22 C = [0] + list(map(int, input().split()))

23

24 # P[O] = 0 zgodnie z ustaleniami.

25 P = [0 for _ in range(N + 1)]

26 # Wyliczamy sumy prefiksowe P[1], ..., P[N].

27 for k in range(1l, N + 1):

28 P[k] = P[k — 1] + C[k]

29

30 koszt = [0 for _ in range(N + 1)]

31 podpowiedz = [0 for _ in range(N + 1)]

32 # Zaczynamy petle programowania dynamicznego.
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33 for k in range(N + 1):

34 s = znajdz(X, k, D) # Wyszukujemy drzewo s...

35 # Poréwnujemy wielkoSci z opracowania...

36 if koszt[k - 1] + C[k] < koszt[s] + P[k - 1] - P[s]:

37 koszt[k] = koszt[k - 1] + C[k]

38 podpowiedz[k] = -1 # ...jesli jeste$ przy k-tym drzewie, wytnij je.
39 else:

40 # ...jesli jestesm przy k-tym drzewie...

41 koszt[k] = koszt[s] + P[k — 1] - P[s]

42 # ...pozostaw je, wytnij kolejne do s-tego.

43 podpowiedz[k] = s

44

45 print(koszt[N]) # Mamy juz wynik...
46 wycinka = []

47 j =N # Odtwarzamy rozwigzanie cofajac sie od N:
48 while j > 0:

49 if podpowiedz[j] == -1: # JesSli podpowiedZ to -1...

50 wycinka.append(j) # ...j-te drzewo do wycinki

51 j =1 # ...a my cofamy sie do drzewa j-1.
52 else:

53 s = podpowiedz[j] # Je$li podpowiedZz to s>0...

54 j =1

55 while j > s: # ...wycinamy od j-1 do s+1...
56 wycinka.append(j) # ...1 cofamy sie do s.

57 j =1

58

50 print(len(wycinka))
60 for drzewo_do_wyciecia in wycinka:
61 print(drzewo_do_wyciecia, end=’"_")

62 print()
Wycinka drzew Olimpiada finansowana jest ze Srodkéw Ministerstwa Edukacji i Nauki
© Olimpiada Informatyczna Junioréw, 2021 w ramach zadania publicznego ,Organizacja i przeprowadzenie olimpiad

oij.edu.pl i turniejéw w latach szkolnych 2019/2020, 2020,/2021, 2021/2022".


https://oij.edu.pl
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pl

	Rozwiazanie wzorcowe – programowanie dynamiczne
	Obliczenia: sumy prefiksowe i wyszukiwanie binarne
	Odtwarzanie rozwiazania

