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Dany jest ciag N liczb catkowitych Ay, ..., An. W jednym ruchu mozna zwiekszy¢ lub zmniejszyé dowolny element

ciggu o 1. Nalezy:
e wyznaczy¢ minimalng liczbe ruchéw, po ktérych wykonaniu iloczyn
P=A1 Ay Apn
nie bedzie podzielny przez 6,

e podac przyktadowy ciag uzyskany po wykonaniu minimalnej liczby ruchéw.

Rozwigzanie

lloczyn liczb jest podzielny przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielny jednoczesnie przez 2 i przez 3:
6|P < (2| P) oraz (3| P).

(gdzie a | b czytamy jako , a dzieli b").
Z kolei:

e 2 dzieli iloczyn liczb wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna z tych liczb jest parzysta,
e 3 dzieli iloczyn liczb wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna z tych liczb jest podzielna przez 3.
Aby iloczyn P nie byt podzielny przez 6, wystarczy wiec spetic jeden z warunkow:

(A) zadna liczba w ciggu nie jest parzysta lub (B) zadna liczba w ciagu nie jest podzielna przez 3.

Strategia A: eliminacja liczb parzystych. Chcemy, zeby wszystkie liczby byty nieparzyste. Kazda liczbe parzysta trzeba
zmieni¢ o co najmniej 1, aby stata sie nieparzysta; liczby nieparzyste moga pozosta¢ bez zmian. Koszt tej strategii to:

koszt, = liczba liczb parzystych.

Przyktadowa konstrukcja: kazda liczbe parzysta zwiekszamy o 1.

Strategia B: eliminacja liczb podzielnych przez 3. Chcemy, by zadna liczba nie byta podzielna przez 3. Kazda liczbe
podzielng przez 3 trzeba zmieni¢ o co najmniej 1, aby przestata by¢ podzielna przez 3; liczby niepodzielne przez 3 moga
pozostac bez zmian. Koszt tej strategii to:

koszts = liczba liczb podzielnych przez 3.

Przyktadowa konstrukcja: kazda liczbe podzielng przez 3 zwiekszamy o 1.

Odpowiedz. Minimalna liczba ruchoéw to:
min(koszty, koszts).

Jezeli koszt, < koszts, wybieramy strategie A (zmieniamy wszystkie liczby na nieparzyste); w przeciwnym razie wybieramy
strategie B (eliminujemy wszystkie liczby podzielne przez 3). Ciag po zmianach otrzymujemy, stosujac powyzsza regute dla
kazdej liczby niezaleznie.

Ztozonos¢ obliczeniowa: liniowa O(N) — jedno przejscie po ciagu, aby zliczy¢ liczby podzielne przez 2 i 3, a potem
drugie do zbudowania przyktadowego wyniku.
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Odbywa sie spotkanie, na ktorym N rycerzy Rq, ..., Ry zasiada przy okragtym stole. Rycerz R, przemawia przez A,

minut. Spotkanie rozpoczyna pewien rycerz R;, nastepnie przemawia R;11, po nim R,y i tak dalej, az do R,_1.

Gdyby wszystko przebiegato bez zaktdcen, czas catego spotkania bytby staty i wynositby A1 + A> + ... + An. Rycerze
jednak spdzniaja sie na spotkanie.

Rycerz R; przybywa w minucie B;. Jesli kolej rycerza na przemoéwienie nadejdzie, zanim dotrze on na miejsce, wszyscy
obecni na niego czekaja. Nalezy obliczy¢ catkowity czas spotkania dla kazdego z rycerzy, przy zatozeniu, ze to on przemawia
jako pierwszy.

Przyktad

Dla N = 3 rycerzy oraz tablic A=1[1,2,1] i B=1[3,2,7], jesli spotkanie rozpocznie rycerz Ry:
e Rycerz Ry przybywa w minucie 3 i kohczy przemawia¢ w minucie 3+ 1 = 4.
e Rycerz R, przybywa w minucie 2, czeka do minuty 4 i konczy przemawia¢ w minucie 4 4+ 2 = 6.

e Rycerz R3 przybywa w minucie 7, nie musi czeka¢ (rozpoczyna w minucie 7) i kofnczy przemawia¢ w minucie 7+1 = 8.

Zatem odpowiedzZ to 8.

Rozwiazanie

Operacje na indeksach wykonujemy modulo M.

Symulacja O(N?)

Mozemy sprawdzi¢ kazdego rycerza jako rozpoczynajacego. Dla ustalonego rycerza poczatkowego R; symulujemy
spotkanie krok po kroku, Sledzac aktualny czas. Kiedy przychodzi kolej na rycerza R;, zaczyna on przemawia w czasie
bedgcym maksimum z czasu zakonczenia przemowy poprzedniego rycerza i czasu jego przybycia B;. Do te] wartosci
dodajemy czas trwania jego przemowy A;, otrzymujac czas jej zakonczenia. Powtarzamy to dla wszystkich N rycerzy w
kolejnosci. Poniewaz jest N mozliwych rycerzy rozpoczynajacych, a symulacja dla kazdego z nich trwa O(N), catkowita
ztozonos¢ tego podejscia wynosi O(N?).

Rozwiazanie O(N)

Niech T (/) oznacza czas trwania spotkania, jesli rozpoczyna je rycerz R;. Catkowity czas spotkania to suma cza-
séw wszystkich przeméwien S = Ag + -+ - + Ay_1 powiekszona o sume wszystkich okreséw oczekiwania. Kluczowe jest
zrozumienie, co determinuje czas zakonczenia przemowy przez ostatniego z rycerzy.

Mozna udowodni¢, ze catkowity czas spotkania T (i), gdy jako pierwszy przemawia rycerz R;, wyraza sie wzorem:

T() =S+ 'Max {B; — (A +Au1 +... + A1)},
J=i

gdzie:

e S: suma czasow wszystkich przeméwien.
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o A+ Aiy1+ ...+ A1 taczny czas przemdwien rycerzy od R; do Rj_;. Oznaczmy te sume jako A[i.j — 1].

e B;—A[i..j—1]: réznica ta poréwnuje czas przybycia rycerza R; z czasem, jaki uptynat na przeméwieniach wszystkich
rycerzy przed nim (pamigtajac, ze R; przemawia jako pierwszy).

. max}ifv_l{Bj — Ali..j — 1]}: maksimum z tak zdefiniowanych réznic.

Dlaczego interesuje nas maksimum z tych wartosci? Rozwazmy ostatniego rycerza R;, ktéry zaczat przemawia¢ doktad-
nie w chwili swojego przybycia na spotkanie, tj. w czasie B, (taki rycerz musi istnie¢, poniewaz R; z definicji posiada te
wtasnosc).

Jego moment przybycia i zarazem rozpoczecia przemowy to z zatozenia B;. lle czasu uczestnicy spedzili do tej pory na
milczagcym oczekiwaniu? Wiemy, ze rycerze od R; do R;_1 zdazyli juz zakonczy¢ swoje przeméwienia, a gdy R; zaczyna
moéwié, mamy chwile B;. Odejmujac od czasu B; faczny czas ich przeméwien, dowiadujemy sig, jak dtugo trwata cisza
(czas oczekiwania) do momentu B;. Z drugiej strony, poniewaz R; to ostatni taki rycerz, kazdy przemawiajacy po nim
rycerz byt juz obecny na spotkaniu, gdy nadeszta jego kolej. Oznacza to, ze po rycerzu R; nie byto juz zadnych opdZznien!

Wobec tego cate spotkanie trwa tyle, co suma czaséw wszystkich przeméwien (S) plus czas spedzony w ciszy do chwili
B;, czyli Bj — Ali.j — 1].

Wystarczy zatem udowodni¢, ze dla tego rycerza R; osiggane jest wspomniane maksimum:

1. Dla k > j wiemy, ze moment rozpoczecia przemowy przez rycerza Ry to Bj+ A[j..k — 1] (z powodu braku opdznien).
Ponadto Bk < Bj + A[j..k — 1], poniewaz Ry nie zaczat méwi¢ od razu w chwili swojego przybycia na spotkanie.
Zatem:

By —Ali.k =11 < Bj+Alj.k—1] - Ali. k-1l =B; — Ali.j — 1],

co nalezato pokazac.

2. Dla k < j oznaczmy czas rozpoczecia przemowy przez Ry jako Ck. Oczywiscie Cx > By (rycerz musi by¢ juz na
spotkaniu, aby zacza¢ méwic). Dodatkowo, od momentu rozpoczecia przemowy przez R, do momentu rozpoczecia
przemowy przez R; musiato mina¢ co najmniej Alk.j — 1] czasu. Wynika stad, ze Alk.j — 1] < Bj — Cx <= C( <
B;j — Alk.j — 1]. Otrzymujemy zatem:

By —Ali.k—11 < C—Ali.k =11 < Bj— Alk.j— 1] - Ali.k—1] = B; — Ali.j — 1],
co konczy dowdd.

Dowodzi to, ze wzér na T (i) jest prawidtowy. Przeksztatémy go nieco, korzystajac z sum prefiksowych P[i] = Ag +
A; + ...+ Aj_1 oraz P[0] = 0. Otrzymujemy:

T() =S+ Max{Bj— (A+ A1 +.. . +A 1)} =S5+ Tax (B — (Plj] - Plil)} = S + P[i] + Max {B; — P[j]}.
J=I J=i j=i

Wyrazenie pod operatorem max zalezy teraz wytacznie od indeksu j, a pozostata czes¢, czyli S+ PJi], potrafimy szybko
obliczy¢. Chcemy wyznaczy¢ to ,maksimum na przedziale” [i..i + N — 1] dla wszystkich mozliwych i. Jest to klasyczny
problem, ktéry mozna rozwigzac dla wszystkich rycerzy w czasie O(Nlog N) na wiele sposobéw, na przyktad przy uzyciu
struktury std: :multiset lub drzewa przedziatowego.

Istnieje jednak eleganckie rozwigzanie w czasie liniowym O(N), wykorzystujace tak zwana kolejke monotoniczna.
Rozwigzanie to jest dostepne w plikach spo.cpp oraz spo.py.
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Dana jest mapa o wymiarach n x m, w ktérej kazda komoérka zawiera liczbe catkowita — wysokos¢ terenu. Nalezy
znalez¢ dtugos$¢ najdtuzszej Sciezki na mapie, sktadajacej sie z pdl sasiadujacych bokami (ruch o 1 w gore, w dét, w lewo
lub w prawo), wzdtuz ktérej wysokosci odwiedzanych punktéw tworza ciag Scisle rosnacy.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez dpli][j] dtugos¢ najdtuzszej rosnacej Sciezki zaczynajacej sie w komorce (7, ).
Niech N(i, ) oznacza zbidr pdl sasiadujacych z polem (/,j). Prawdziwa jest nastepujaca zaleznosc¢:

dplilj] =1+ max dp[/][].
(" JYENC(I.j)
Al T>hI0]

(przyjmujemy, ze maksimum po pustym zbiorze wynosi 0).

Innymi stowy, najdtuzsza sciezka zaczynajaca sie w (/, /) ma dtugosc o jeden wieksza niz najdtuzsza Sciezka zaczynajaca
sie w sasiednim polu o wiekszej wysokosci. Istotnie — kazda trasa startujaca w (/,j) musi w pierwszym kroku przejs¢ do
pola ze zbioru N(i, ). Aby kontynuowac sciezke scisle rosnaca, mozemy przejs¢ tylko do sasiadéw o wiekszej wysokosci.

Aby obliczy¢ wartosci dpli][j] dla wszystkich pdl, mozemy posortowaé wszystkie pola (i,j) malejaco wzgledem ich
wysokosci h[i][j]. Nastepnie iterujemy po posortowanych polach. Dla danego pola (i,)) wartos¢ dp[i][j] mozemy obliczy¢,
korzystajac z powyzszego wzoru, poniewaz wszystkie sasiednie pola (i, j') o wiekszej wysokosci h[i'][j'] zostaty juz przetwor-
zone ze wzgledu na kolejnos¢ sortowania. Ten sposéb gwarantuje, ze wartosci dp dla potrzebnych sgsiadéw sa juz wyznac-
zone. Daje nam to rozwigzanie o ztozonosci czasowej O(nmlog(nm)) ze wzgledu na sortowanie.

Alternatywnie mozna wyznaczy¢ te wartosci rekurencyjnie dla kazdego pola, korzystajac z techniki zwanej memoizacja.
W tym podejsciu funkcja obliczajaca dp[i][j] najpierw sprawdza, czy warto$¢ ta zostata juz obliczona. Jesli tak, zwraca
zapamietana wartos¢. W przeciwnym razie oblicza wartos¢ zgodnie ze wzorem, wywotujac sie rekurencyjnie, zapamietuje
ja i zwraca. To podejscie daje ztozonos¢ O(nm), poniewaz kazda wartos¢ dpli][j] jest obliczana tylko raz.

Ostateczny wynik to max; ; dp[il[j].
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