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26. Jaka jest najwieksza kwota, ktérej nie mozna wyda¢ majac do dyspozycji jedynie monety o nominatach szescio-
i jedenastobajtalarowych? (dowolnie wiele monet z kazdego nominatu)

49

Zaobserwujmy, ze jesli mozliwe jest wydanie kwoty x ustalonymi nominatami, to jest réwniez mozliwe wydanie dowolnej
kwoty postaci x + 6k dla k € {0,1,2,...} (wystarczy wyda¢ x i dotozy¢ k monet o nominale 6). W szczegdlnosci dla
k = 0 mozemy wyda¢ dowolna kwote podzielna przez 6.

Zastanéwmy sie teraz, ile razy chcemy uzy¢ monety 11. Jesli uzyjemy jej raz, wydamy 11 + 6k, dla dowolnego k, czyli
5 + 6k dla dowolnego k > 1. Oczywiscie kwoty 5 nie da sie wyda¢ w zaden sposéb. Dla liczb postaci 5 + 6k mozemy
wiec osiagnac¢ 11 i wszystkie wieksze kwoty, ale mniejszych nie.

Jesli monety 11 uzyjemy dwa razy, wydamy 22 + 6k, czyli 4 + 6k. Podobnie, 22 jest najmniejsza osiagalng kwota dla
liczb dajacych reszte 4 z dzielenia przez 6. Analogicznie widzimy, ze 33 jest kwota graniczna dla liczb postaci 3 + 6k,
44 dla 2 + 6k, a 55 dla 5 + 6k. Uzycie monety 11 wiecej niz 5 razy nie przyniesie niczego nowego, bo kwote 6 - 11 = 66
réwnie dobrze mozemy osiagna¢ za pomoca monet 6.

A zatem: nie jest mozliwe wydanie reszty 55 — 6 = 49 i jest to jednocze$nie najwieksza kwota, ktérej nie mozna wydac
z uzyciem nominatéw 6 i 11.

Ciekawostka: przeprowadzajac podobne rozumowanie jak powyzej dla dowolnych nominatéw x i y, ktérych najwiekszy
wspdlny dzielnik jest réwny 1, otrzymujemy wzér ogélny na rozwigzanie: (x —1) - (y —1) — 1.

37. Ciag nawiaséw ( i ) nazywamy poprawnym nawiasowaniem, jesli jest mozliwe wstawienie do niego znakéw 1 oraz
+, aby uzyska¢ prawidtowe dziatanie matematyczne. Na przykfad: () () oraz (OO (O ())) sa poprawnymi
nawiasowaniami, ale ) (, (())) oraz ((()) nie s3a. Istnieja jedynie dwa poprawne nawiasowania o dtugosci 4: (())
oraz () (). lle jest poprawnych nawiasowan o dtugosci 87

14

Niech Pj oznacza dowolne poprawne nawiasowanie dtugosci k. Poprawne nawiasowanie Pg ma jedna z postaci:

e (Pg)
(PO
(O)Py

o ()f%
Co wiecej: kazde nawiasowanie Pg pasuje tylko do jednej z powyzszych mozliwosci, a wiec mozna zsumowac ile jest
nawiasowan dla kazdej z nich. W tym celu musimy ustali¢, ze s3 dwa nawiasowania P4 (podane w tresci zadania) oraz
pie¢ nawiasowan Pg: (((O)), (OO, (OYO, OCO), OO O. A zatem nawiasowan jest: 5+2+2+5 = 14.
Ciekawostka: liczbe poprawnych nawiasowan dtugosci 2n opisuje n-ta liczba Catalanaﬂ

“https://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_Catalana
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50. Rozwazmy plansze na obrazku ponizej. Chcemy przedosta¢ sie z pola startowego (czerwone) do pola koficowego
(zielone). W jednym ruchu mozna przesunac sie o jedno pole w gore, dot, lewo lub prawo. Musimy wykonaé
najmniejsza mozliwa liczbe ruchéw. lle jest réznych drdg, ktére na to pozwola?

O

E

Plansza

tacznie trzeba bedzie wykonaé 7 ruchéw, cztery w prawo oraz trzy w gére. Mozemy zatem sobie wyobrazi¢ sobie, ze
mamy cztery kartki ze strzatkami w prawo oraz trzy kartki ze strzatkami w gére, ktére musimy ustawi¢ kolejno w ciag.
Zauwazmy, ze wystarczy powiedzie¢, na ktérych miejscach znajda sie strzatki w gdére. Pytanie zatem sprowadza sie
do ustalenia liczby podzbioréw trzyelementowych zbioru {1,2,...,7}: kazdy taki podzbiér odpowiada numerom ruchéw,
w ktérych podejmujemy decyzje aby przesunac sie w gére. Na przyktad: podzbiér {2,3,7} oznacza ciag ruchéw: w prawo,
w gore, w gore, w prawo, W prawo, W prawo, w gore.

Gdyby pytanie dotyczyto ile jest ciagow trzyelementowych o parami réznych elementach ze zbioru {1,2,...,7} to
odpowiedzig bytoby 7 -6 - 5: pierwszy element moznaby wybra¢ na 7 sposoboéw, kolejny zawsze na 6 sposobdw, a os-
tatni na 5 sposobéw. Rozwazamy jednak podzbiory (czyli nieuporzadkowane ciagi parami réznych elementéw). Kazdy
taki podzbiér policzylismy w powyzszym rozwazaniu 6 razy: jako (a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b), (c,b,a),
a powinnisémy policzy¢ tylko raz. Wystarczy zatem podzieli¢ uzyskana liczbe ciagéw przez 6 i otrzymamy liczbe 7-5 = 35
podzbioréw trzyelementowych zbioru {1,2,...,7} czyli 35 réznych najkrétszych $ciezek z pola czerwonego do zielonego.
Ciekawostka: istnieje wzoér ogdlny na rozwigzanie tego zadania, korzystajacy z tak zwanego symbolu Newtonaﬁ] (opisu-
Jjacego liczbe réznych podzbioréw K-elementowych zbioru N-elementowego): (";’1’1_2) gdzie n oznacza wysokosc¢ plan-
szy, a m oznacza szerokos¢ planszy.

“https://pl.wikipedia.org/wiki/Symbol_Newtona

67. Podciagiem stowa nazywamy dowolne stowo, ktére mozna uzyskac poprzez zakrycie niektérych jego liter (by¢ moze
wszystkich, a by¢ moze zadnej). Na przyktad: podciagami stowa abc sa puste stowo, a, b, c, ab, ac, bc oraz abc.
lle jest r6znych podciagéw stowa abcddd? Stowa, ktdre sa takie same, ale mozna je uzyska¢ zakrywajac rézne
pozycje liczymy jedynie jeden raz.

32

Wszystkie podciagi mozemy podzieli¢ na dwie czesci: czes¢ lewa, ktéra zawiera jedynie litery abc (byé moze zadna z
nich) oraz czes$¢ prawa, ktéra zawiera jedynie litery d (ponownie by¢ moze zero takich liter).

Stowo abc ma 8 podciggéw: kazda litere mozna (niezaleznie od pozostatych) zakry¢ lub pozostawi¢: jest wiec 23 =8
podzbioréow pozycji, ktére zakryjemy.

Dla kazdego z tych sposobéw podejmujemy (niezaleznie) decyzje jaka prawa cze$¢ do niego dotozymy, tj. ile zakry¢ liter
d: zero, jedna, dwie lub trzy (cztery mozliwosci).

Otrzymujemy zatem 8 - 4 = 32 podciagi.

Ciekawostka: zadanie mozna rozwiaza¢ ogdlnie, dla dowolnego stowa: patrz fragment rozwiazania zadania Podciagi z |
etapu XXVI Olimpiady Informatycznej: https://oi.edu.pl/pl/archive/0i/26/pod.
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71. Elementy {1,1,2} mozna ustawic w cigg na trzy rézne sposoby: (1,1,2), (1,2,1) oraz (2,1,1). Na ile réznych sposobéw
mozna ustawi¢ w ciag elementy {1,2,2,3,3,3}7?

60

Ciag ma dtugos¢ 6. Jedynke mozna wiec ustawi¢ na jedna z szeSciu mozliwosci, pozostawiajac jeszcze pie¢ wolnych
pozycji. Sposrdd tych pieciu pozycji nalezy wybra¢ dwie, gdzie zostang wstawione dwdjki. Mozna tego dokonac na 52;4
sposoby (5 -4 to liczba sposobdw wyboru pozycji dla pierwszej i drugiej dwojki, a dzielenie przez 2 pozwala utozsamic¢ ze
soba wybér tych samych pozycji, ale w réznej kolejnosci). Pozostate trzy pozycje zostang zajete przez liczby 3. Razem
mamy wiec % = 60 sposobdw.

Ciekawostka: problem poruszony w tym zadaniu to tak zwane permutacje z powto’rzen/amE].

“https://pl.wikipedia.org/wiki/Permutacja#Permutacja_z_powt%C3%B3rzeniami

74. Anagramem stowa nazywamy dowolne stowo, ktére mozna uzyskac ustawiajac wszystkie jego litery w dowolnej
kolejnosci. Na przyktad, istnieja trzy anagramy stowa aab, sa to: aab, aba oraz baa. lle najmniej liter moze
mie¢ stowo, dla ktdrego istnieje doktadnie 35 anagraméw? Wielokrotne wystapienia tej samej litery liczymy
wielokrotnie.

7

Ponownie zastosujemy symbol Newtond?] Zauwazmy, ze na wynik ma wptyw jedynie liczba wystapien kazdej litery
alfabetu w stowie. Mozemy sie wiec uméwié, ze stowo ma ki liter a, ko liter b, k3 liter ¢ i tak dalej. Sposréd
n = ki + ko + k3 + ... pozycji, musimy wybra¢ ki, w ktérych postawimy litere a. Mozemy tego dokona¢ na (k"l)
sposobéw. Nastepnie pozostaje nam n — k1 wolnych migjsc, w ktére wstawiamy ko liter b. Mozemy tego dokonac¢ na
("‘kl) sposobdw i tak dalej. Kontynuujac to rozwazanie dochodzimy do wniosku, ze liczba anagraméw stowa to:

ka

n n-kp n—ky— ke

k1 ko ks
Poniewaz posta¢ wzoru to iloczyn, jednym z czynnikéw musi by¢ 7 lub 35 (wynika to z rozktadu na czynniki pierwsze
liczby 35 = 5 - 7). Biorac pod uwage, ze (%) = #l](), otrzymujemy, ze ten czynnik 7 lub 35 musi wystepowaé w
n, czyli stowo musi mie¢ dtugo$¢ 7 lub 35. Z uwagi na to, ze chcemy mie¢ stowo jak najkrétsze, sprébujmy osiagnaé
dtugosc 7.
Zauwazmy, ze:

=35

3/ 3.4 1.2.3-1-2-3-4 2.3
A zatem stowo, ktére ma dtugos¢ 7 i trzy litery a oraz pozostate litery b spetnia warunki zadania. Na przyktad: aaabbbb
jest wiec stowem o 35 anagramach, a z wczeSniejszych rozwazah mamy tez, ze jest to stowo najkrétsze mozliwe.
Odpowiedzig zadania jest dtugo$¢ uzyskanego stowa czyli 7.
Ciekawostka: zadanie w ogdlniejszej wersji (podaj najmniejsza dtugosc¢ stowa, ktére ma doktadnie n anagraméw) pochodzi
z Akademickich Mistrzostw Polski w Programowaniu Zespotowym 2016: http://amppz.ii.uni.wroc.pl/amppz2016.

(7)_ 70 1-2:3-4-5-6-7 _5-6-7

“https://pl.wikipedia.org/wiki/Symbol_Newtona

Pytania algorytmiczne Olimpiada finansowana jest ze Srodkéw Ministerstwa Edukacji Narodowej 3/5
© Olimpiada Informatyczna Junioréw, 2020 w ramach zadania publicznego ,Organizacja i przeprowadzenie olimpiad
oij.edu.pl i turniejow w latach szkolnych 2019/2020, 2020/2021, 2021/2022".



https://pl.wikipedia.org/wiki/Permutacja#Permutacja_z_powt%C3%B3rzeniami
http://amppz.ii.uni.wroc.pl/amppz2016
https://pl.wikipedia.org/wiki/Symbol_Newtona
https://oij.edu.pl
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pl

102. Graf to zbiér wierzchotkéw potaczonych krawedziami, jak na ponizszym rysunku. Cykl to droga w grafie, ktoéra
wychodzi z pewnego wierzchotka, przechodzi wzdtuz kilku krawedzi i wraca z powrotem do tego samego wierz-
chotka tak, aby zadnego wierzchotka po drodze nie odwiedzi¢ dwukrotnie (na przyktad 1-2-3-1, albo 1-4-3-2-1
sa cyklami). lle jest roznych cykli na rysunku?

Graf

E

Aby nie pomyli¢ sie w liczeniu, skupmy sie na liczbie krawedzi:
e cykle pieciokrawedziowe: jest tylko jeden: (1,2,5,3,4),
e cykle czterokrawedziowe: s3 dwa: (1,2,3,4), (1,2,5,3),
e cykle trzykrawedziowe: sa trzy: (1,2,3), (1,3,4), (2,3,5).

Razem jest 6 cykli prostych.

107. Rozwazmy wyswietlacz siedmiosegmentowy, popularny w zegarkach, kuchenkach mikrofalowych, licznikach
rowerowych i wielu innych. Kazda cyfra moze by¢ uzyskana poprzez zapalenie lub zgaszenie jednego z sied-
miu segmentéw wyswietlacza. Wyswietlacz moze wyswietli¢ dowolnie wiele cyfr, na kazda z nich przeznaczone jest
osobne 7 segmentéw. Najmniejsza liczba jaka mozna wyswietli¢ zapalajac doktadnie cztery segmenty wyswietlacza

jest 4, a najwieksza liczba to 11. Jaka jest najmniejsza liczba, ktéra mozna wyswietli¢ zapalajac doktadnie 18
segmentéw? Liczby te nie moga mie¢ zer wiodacych, tj. nadmiarowych zer z lewej strony.

| 1]l
I I |

0 0

Cyfry na wyswietlaczu siedmiosegmentowym

‘ 208

Cyfry 0, 1, ..., 9 zuzywaja odpowiednio 6,2,5,5,4,5,6,3,7,6 segmentow. Liczba, ktérej poszukujemy musi mie¢ co na-
imniej trzy cyfry (bo mamy 18 segmentéw, a jedna cyfra zuzywa ich co najwyzej 7). Jako, ze dazymy do uzyskania
Jjak najmniejszej liczby, chcemy aby miata ona doktadnie trzy cyfry. Aby to sie mogto udaé, pierwsza cyfra musi zuzy¢
co najmniej cztery segmenty, bo pozostate dwie cyfry zuzy¢ ich moga co najwyzej 14. A zatem pierwsza cyfra liczby
nie moze by¢ 0 (bo powstatoby zero wiodace) ani 1 (bo ma tylko dwa segmenty). Moze by¢ to natomiast cyfra 2.
Pozostaje nam 13 segmentdw, czyli pozostate cyfry musza zuzy¢ 6 i 7 segmentéw. Najmniejszy dopisek spetniajacy ten
warunek to: 08, a wiec cata liczba to 208.
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110. Graf to zbiér wierzchotkéw potaczonych krawedziami, jak na ponizszym rysunku. lle najwiecej krawedzi mozna
narysowac¢ w grafie o szesSciu wierzchotkach tak, aby sie nie przecinaty?

Przyktadowy graf

|12

Grafy, ktére mozna narysowac tak, zeby ich krawedzie sie nie przecinaty nazywamy planarnymi. Na poczatku zauwazmy,
ze mozliwe jest narysowanie grafu planarnego, ktéry ma 12 krawedzi:

Kazdy graf szeSciowierzchotkowy o co najmniej szesciu krawedziach musi zawiera¢ cykl. Istnieje kilka mozliwosci na dtu-
gosc¢ najdtuzszego cyklu prostego w grafie szeSciowierzchotkowym: moze on mie¢ 3, 4, 5 lub 6 krawedzi. Przeanalizujemy
tylko ostatni przypadek (pozostate, réwnie proste, ale bardziej zmudne, pozostawiamy do sprawdzenia samemu): jesli
najdtuzszy cykl prosty ma szes¢ krawedzi to co najwyzej trzy krawedzie mozna poprowadzi¢ w jego wnetrzu i co najwyzej
trzy krawedzie mozna poprowadzi¢ na zewnatrz cyklu (przypadek ten jest pokazany na rysunku powyzej).

Ciekawostka: zadanie mozna rozwigza¢ ogdlnie, dla kazdej liczby wierzchotkéw n w grafie. Liczba krawedzi n-
wierzchotkowego grafu planarnego nie moze przekroczy¢ 3n — 6.

119. Stowo ztozone jedynie z zer i jedynek nazywamy ciekawym, jesli nie zawiera dwoch sasiednich jedynek. Na przyktad
stowo 10010001 jest ciekawe, ale stowo 1011010 nie jest. lle jest siedmioznakowych ciekawych stéw?

34

Niech F,, oznacza liczbe ciekawych stow o dtugosci n. Dowolne stowo ciekawe o dtugosci co najmniej 2 musi sie albo
zaczyna¢ cyfra 0, albo mie¢ na poczatku 10. Niezaleznie od tego co bedzie na poczatku (0 czy 10), zaraz za tym
nalezy dostawi¢ ciekawe stowo o dtugosci odpowiednio n—1 lub n—2. To oznacza, ze ciekawych stéw o dtugosci n jest
tyle samo co liczba ciekawych stéw o dtugosci n — 1 plus liczba ciekawych stéw o dtugosci n — 2. Otrzymujemy wiec
F, = F,—1 + F,—o. Biorac pod uwage, ze F; = 2 oraz Fo = 3, mozemy obliczy¢ F3 = 5, F4 =8, F5 = 13, Fg = 21
i wreszcie F7 = 34.

Ciekawostka: Fj, to liczby z ciagu Fibonacciego. Na stronie Olimpiady Informatycznej Junioréw, w dziale Dla zawodnika
znajduje sie samouczek, gdzie bardzo doktadnie poruszono temat obliczania liczb Fibonacciego: https://oij.edu.pl/
zawodnik/zadania/samouczek/l Zachecamy do lektury.
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